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RÉSUMÉ. – Dans cet article, on considère le problème de Dirichlet pour une EDP
non linéaire avec une donnée au bord qui change de signe. L’existence d’une famille
de solutions minimisantes est obtenue sur les variétés riemanniennes à bord compactes
localement conformement plates. L’existence de variété à bord à masse positive est
obtenue. De l’intéraction entre cette masse et la donnée bord, il résulte l’existence des
solutions. Ó 2000 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS
ABSTRACT. – This paper deals with solutions of Dirichlet problem for a nonlinear PDE
with boundary data changing of sign. A family of minimizing nodal solutions are found
on compact locally conformally flat manifolds with boundary. Manifolds with boundary
and positive mass are found. This mass interacts with the Dirichlet data to yield solutions.
Ó 2000 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS
1. Introduction
Soit (Vn, g) une variété riemannienne C∞ compacte, localement
conformément plate, à bord, de dimension n> 3. On note S sa courbure
scalaire. On rappelle en coordonnés locales que l’opérateur de Laplace–
Beltrami s’écrit : 1g = − 1√|g| ∂∂xi (
√|g|gij ∂
∂xi
). Soit φ ∈ C∞(∂Vn) une
donnée au bord régulière. On pose N = 2n
n−2 . Soit R une fonction dans
C∞(Vn), R peut par exemple être la fonction “critique” (R = n−24(n−1)S et
cn = 4(n−1)n−2 ). Enfin soit f > 0 une fonction “prescrite”, f ∈ C∞(Vn). On
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s’intéresse à l’existence de solutions minimisantes régulière u et d’un réel
λ > 0 vérifiant
1gu+Ru= λf |u| 4n−2u sur Vn,
u= φ sur ∂Vn.(1)
Une solution est dite minimisante lorsqu’elle est obtenue en minimisant
une fonctionnelle dans un espace donnée. On verra plus loin qu’il s’agit
pour ce problème de minimiser la fonctionnelle (12) sur un certain
espace de fonctions (13), le paramètre λ apparaitra comme étant un
multilplicateur de Lagrange, lié a cette contrainte.
En particulier, si φ change de signe, la solution obtenue en change
aussi. Une telle solution est dite nodale. Ce type de problème a fait l’objet
de nombreux travaux dans le cas d’ouverts bornés de <n, en particulier
on peut citer Spruck et Caffarelli [5] et Brezis et Nirenberg [4]. Avant
d’énoncer les théorèmes fondamentaux, rappelons quelques définitions.












C’est un invariant conforme, [1]. On supposera dans la suite que
µ(Vn, g) > 0. Alors sous cette condition, comme il est prouvé dans Lee
et Parker [13], il existe une unique fonction de Green GP , solution de
1gGP + S
cn
GP = δP sur Vn,(3)
GP = 0 sur ∂Vn,(4)
où δP est la masse de Dirac en P . Si g est euclidienne au voisinage de P ,
on pose r la distance géodésique au point P, r = d(P,Q), alorsG admet
le développement asymptotique suivant (on pourra se référer à [13,17,
8]) :
GP = |r|−n+2 +A(P )+ α(5)
α ∈ C∞ est régulière et α(P ) = 0. A(P ) est par définition la masse en
P de Vn, correspondant au terme constant dans le développement de la
fonction de Green dans un voisinage euclidien du point.
Une propriété remarquable est que le signe de A ne change pas par
transformations conformes qui laissent euclidien le voisinage de P . En
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particulier, lorsqu’une fonction de Green pour une certaine métrique
admet une masse de signe donné, toute la classe conforme des métriques
obtenues par multiplication par des fonctions localement constantes au
voisinage de P , admet une masse de même signe.
On notera enfin, si h est une fonction donnée sur Vn, Ω+h = {P ∈
o
V n






(r2 + 1)(n+2)/2 dr.(6)
Le théorème fondamental est le suivant :
THÉORÈME 1. – Soit (Vn, g), une variété Riemannienne compacte à
bord, localement conformément plate, de courbure scalaire S, f un
élément de C∞(Vn) et φ ∈ C∞(∂Vn). On suppose que f atteint son
maximum, positif en un point P intérieur à Vn et λ1(1g + R) > 0 où
R = n−24(n−1)S. Soit h l’unique solution de{
1gh+Rh= 0 sur Vn,
h= φ sur ∂Vn.
On suppose l’hypothèse (H = {H1,H2}) suivante
• H1− ∇gf (P )= · · · = ∇n−2g f (P )= 0.• H2− Ou bien φ > 0 et non identiquement nulle,
– ou bien φ change de signe et dans ce cas la masse en P ∈Ω+h de
la variété est strictement positive,
– ou bien la donnée au bord change de signe et f atteint son










sur u ∈ oH1,
∫
Vn
f |h+ u|N dVg = γ.
Autrement dit il existe un réel λ et une fonction u ∈ C3(V¯n) solution
minimisante de
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1gu+Ru= λf |u| 4n−2u sur Vn,(8)
u= φ sur ∂Vn.
Dans le cas où la donnée au bord est identiquement nulle, on trouve
une solution strictement positive.
Dans ce théorème, aucune symétrie sur la variété n’est utilisée,
alors que l’existence de symétries était fondamentale pour l’existence
de solutions nodales, sur des ouverts à bord avec conditions au bord
nulles [9].
Une première partie sera consacrée à la démonstration de ce théorème
(où l’on a supposé R = n−24(n−1)S) ce qui correspond à un cas critique, une
étude sera ensuite menée lorsque R est different.
L’organisation de ce papier est le suivant. Dans une première partie, le
principe de la démonstration est rappelé : il s’agit d’utiliser la méthode
variationnelle pour démontrer l’existence de solutions sous-critiques.
Les solutions sous-critiques formes une suite. L’étude de cette suite est
délicate et la difficulté vient de l’exposant critique : la suite sous-critique
convergera fortement s’il n’y a pas de points de concentrations (voir pour
la définition [18]). Si on prouve que le phénomene de concentration n’a
pas lieu, alors la solution obtenue est minimisante, c’est l’objet de la
troisième partie. Pour cela, une fois rappelées les conditions qui avaient
été trouvées dans [12], des fonctions particulières sont construites (dites
fonctions tests) pour montrer que ces conditions sont satisfaites. La
positivité de la masse ou de la donnée au bord ou un compromis entre
les deux sont les principaux ingrédients pour obtenir ces résultats.
Dans la quatrième partie, des variétés compactes à bord de masse po-
sitive sont mises en évidence. Elles sont construites dans le complémen-
taire d’un ensemble de capacité nulle d’une variété sans bord à masse
positive grace à un critère variationnel portant sur la masse. Pour finir,
des exemples explicites de masse de variétés compactes à bord sont don-
nés.
2. Rappels et construction de solutions sous critiques
Dans cette partie, sont rappelés les principaux résultats obtenus
dans [12]. Il s’agit de la construction de suite sous-critique solution
de (1), ou l’exposant du terme non linéaire n’est plus N − 1, mais est
strictement plus petit.
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En utilisant l’unique prolongement h de la donnée au bord, solution de
1gh+Rh= 0 sur Vn et h= φ sur ∂Vn (l’opérateur 1g + a est coercif),
l’équation (1) se transforme (en posant u=w+ h) :
1gw+Rw= λf |w+ h| 4n−2 (w+ h) sur Vn,
w = 0 sur ∂Vn.(9)
Rappelons alors les deux propositions suivantes
PROPOSITION 1. – Il existe une solution wp,γ ∈ C3(V¯n) de (9) obte-








où l’ensemble non vide Ap,γ est défini par Ap,γ = {u ∈
o
H1 (Vn) | ∫ f |u+
h|p = γ } et γ est un réel vérifiant la condition γ > ∫ f |h|N .
Alors l’équation “sous critique” pour p <N vérifiée par wp,γ est :
1gwp,γ +Rwp,γ = λγ,pf |wp,γ + h|p−2(wp,γ + h) sur Vn,
wp,γ = 0 sur ∂Vn,(11)
et le multiplicateur de Lagrange λγ,p est positif.
La seconde proposition précise le comportement d’une sous-suite wp,γ
lorsque p tend vers l’exposant critique N :
PROPOSITION 2. – La suite wp,γ de la proposition précédente
converge faiblement dans oH 1 vers w0, lorsque p→N .
3. Conditions de non concentration
K2 désignera la meilleure constante dans l’inclusion de Sobolev H1 ⊂
LN . On rappelle ici les conditions obtenues dans [12], pour empecher la











u ∈ oH1 tel que
∫
Vn








Les conditions de non-concentration obtenues dans [12] pour la suite
wp,γ sont :
En un point P , où le maximum de f est atteint à l’intérieur de Vn : il
existe δ > 0,
K2µ(γ )(supf )2/N
(γ − ∫Vn−BP (δ) f |w0 + h|N)1−2/N
γ − ∫Vn f |w0 + h|N−2(w0 + h)h < 1(15)
cette condition est dite condition intérieure et :
K2













est dite condition au bord. Les réels Ci ne dépendent que de la dimension.
On rappelle d’autre part le résultat suivant [12]
PROPOSITION 3. – Si (15) et (16) sont satisfaites alors w0 est limite
forte de la suite wp , de la Proposition 2, c’est donc une solution
minimimisante du problème variationnel défini par (12).
Passons à l’étude du premier cas :
3.1. Etude du cas critique R = S/cn
Comme la variété est localement conformément plate, il existe un
changement conforme tel que g soit euclidienne dans un voisinage
de P , un des maximum de f . La fonction de Green G admet le
développement donné par (5). Par Le changement conforme g′ =
ψ4/(n−2)g, l’équation (1) prend la forme








où les termes primes font référence aux grandeurs attachées à la nouvelle
métrique. Maintenant R′ est identiquement nulle dans un voisinage de P .
Trouver des solutions minimisantes de cette équation (17) est équivalente
à en trouver pour (1).
Dans la suite on omettra la notation g′, remplacée par g, cette
convention est valable pour les autres grandeurs. Désormais la métrique
est euclidienne dans un voisinage de P .
Pour montrer que les 2 conditions de non concentration sont satisfaites,
on utilise des valeurs particulières de γ et µ(γ ), choisies par des
fonctions tests. La construction est similaire à celle faite dans [17]. Ainsi
pour γ et µ(γ ) suffisamment grands les conditions vont être satisfaites,
ce qui veut dire que le problème 1 admet des solutions minimisantes
pour de grandes valeurs de γ . La famille de fonctions tests est construite
comme suit :
On note r la distance géodésique prise à partir du point P par rapport
à la métrique g, soit :
φε = ε
k
(ε2 + r2)(n−2)/2 sur BP (δ),(18)
ε0(G+ψα) sur BP (2δ)−BP (δ),(19)
ε0G sur Vn−BP (2δ).(20)
G est la fonction de Green
1gG+RG= δP sur Vn,(21)
G= 0 sur ∂Vn,(22)
avec
εk
(ε2 + δ2)(n−2)/2 = ε0
(
δ2−n +A)(23)
k, ε0 et ε sont fixés ultérieurement. ψ est C∞ décroissante en |x|, ψ(x)=
1 sur BP (δ), ψ(x)= 0 pour |x|> 2δ et |∇ψ |6 2δ−1 sur δ 6 |x|6 2δ.
Ainsi, cette famille est utilisée pour spécifier γ et µ(γ ). On s’intéresse
au développement en ε des réels γε










et l’on remarque que γε tend vers l’infini quand ε tend vers 0, on notera
enfin
uε = 1
(ε2 + r2)(n−2)/2 sur BP (δ),
= 1
(ε2 + δ2)(n−2)/2 sur Vn −BP (δ).(26)
3.2. Développement de γε
Utilisant les définitions des fonctions tests, on donne maintenant le








f |φε + h|N +
∫
Vn−BP













f |φε + h|N.(28)












Par hypothèse, f admet ses dérivés nulles jusqu’à l’ordre n− 2, donc
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S(r)
f (x)dx =wn−1f (P )+ o(rn−2)(30)
les calculs sont identiques à ceux de [2].
Posons Iε = ∫ δ/ε0 1(r2+1)n rn−1 dr et I qp = ∫∞0 tq(1+ t)−p dt, p− q > 1.


























f |φε|N = (wn−1f (P )+ o(εn−2))εkN−n(12I n/2−1n +O(ε/δ)n
)
.(33)
Le développement du second terme Rε = ∫ 10 ∫BP Nf |φε+ th|N−2(φε+


















(ε2 + r2)(n−2)/2 + th
)
hdt dx








(r2 + 1)(n+2)/2 dr dtG(r, t),(35)
avec





× (1+ tεn−2−k(1+ r2)(n−2)/2h(εx))h(εx)f (εx)dΩ
dΩ est la mesure de la sphère de Sn−1(r).
Or par hypothèses, les fonctions f et h se développent :
f (x)= f (0)+ o(|x|n−2), h(x)= h(0)+ aixi +O(|x|2),(36)
avec dans le système de coordonnées, ai = ∂ih, l’origine des coordonnées
0 est prise en P : 0= P . Ainsi,
h(εx)f (εx)= f (0)h(0)+ εf (0)aixi + ε2O(|x|2)(37)
= ∣∣1+ tεn−2−k(1+ r2)(n−2)/2h(εx)∣∣N−2
× (1+ tεn−2−k(1+ r2)(n−2)/2h(εx))
= ∣∣1+ tεn−2−k(h(0)+ aixi +O(|x|2)∣∣N−2
× (1+ tεn−2−k(h(0)+ aiεxi +O(|x|2))
= (1+ tεn−2−kh(0))N−1 + (N − 1)
× (1+ tεn−2−kh(0))N−2
× tεn−2−k(εaixi +O(|x|2)).
Ainsi, G(r, t) se développe :
G(r, t)=wn−1f (0)h(0)(1+ tεn−2−kh(0))N−1rn−1(38)














(r2 + 1)(n+2)/2 dr dtwn−1f (0)h(0)(39)







(r2 + 1)(n+2)/2 dr dt
(
1+ tεn−2−kh(0))N−2

















(r2 + 1)(n+2)/2 r





(r2 + 1)(n+2)/2 r





C est une constante.
Si on suppose h(0) > 0,














dans ce cas, le second terme de l’expression (43) est bien négligeable
devant le premier terme, finalement le développement au premier ordre
en ε s’écrit :
Rε =NεkN−nwn−1f (0)h(0)εn−2−k(J + o(ε2)).(44)
Remarquons déja, que ce terme va être prédominant devant le terme de
masse qui est en εkN−nεn−2, comme on va le voir, lorsque k > 0.
Maintenant supposons que h(0) = 0, alors le second terme de (43)
devient prépondérant, alors (∑i a2i = |∇h(0)|2)
Rε = N2 ε
k(N−1)−2wn−1(N − 1)
∣∣∇h(0)∣∣2f (0)εn−k(45)
× ( ln(ε)+C + o(ε2))
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il s’en suit
Rε = N2 ε
kN−nwn−1(N − 1)|∇h(0)|2f (0)ε2n−2k(46)
× (ln(ε)+C + o(ε2)).
Ce terme sera par contre négligeable devant la masse.
On reprend maintenant le développement de Rε, en ne faisant plus
d’hypothèses sur h(0), ce terme peut éventuellement être négatif. Nous
allons voir maintenant qu’un compromis entre le terme de masse et h(0)
apparait ici, car les deux termes ont la même importance, lorsque les
fonctions tests sont les φε précédentes utilisées où k = 0. On notera ce












f |ε0G+ h|N +
∫
BP (2δ)−BP (δ)
f |φε + h|N.































+C(εN0 δ−2n +C ′).(53)




wn−1f (P )+ o(εn−2))(12I n/2−1n +O(ε/δ)n
)
(54)
+ ε−kN+n(Rε + Tε)
}
.
3.3. Développement de µε





















L’égalité (56) résulte d’une courbure scalaire nulle sur BP (δ) : R = 0
sur BP (δ).
Comme



















|∇G|2 +RG2 dx +O(ε20δ),








Le terme négligeable de µ2ε provient de∫
BP (2δ)−BP (δ)
















finalement, µε =µ1ε +µ2ε s’écrit

















Evaluons chacun des termes de (66).
3.3.1. Calcul du terme de bord

















(r = δ)=−δ(n− 2) 1
(δ2 + ε2)n/2 ,(68)
∂G
∂n
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× (1+Aδn−2 + αδn−2)dΣn−1













R(δ, ε) est le reste contenant les termes en α et ses dérivés, qui n’admet
pas d’expression simple. Ce terme est négligeable devant le terme de
masse. En effet :
























on notera entre crochet la moyenne des fonctions sur la sphère, les Ci
sont des constantes indépendantes de δ et ε :
R(δ, ε)=C1ε2ε20〈α′〉δ +C2ε20δn−2 +C3ε20ε2δn−2〈α〉(75)
+C4ε20δn−1 +C5ε20ε2δn−1 +C6ε20δn
il est utilisé le fait que α(0) = 0 pour le terme en facteur de C4.
Finalement en collectant tout les termes entrant dans la définition de µε :









δn−2 +A(P )))+R(δ, ε)+O(ε20δ).(76)
3.4. Verification des conditions de non concentration
On cherche pour quel γ la condition suivante est vérifiée : il existe un δ
tel que
K2µ(γ )(supf )2/N
(γ − ∫Vn−BP (δ) f |w0 + h|N)1−2/N
γ − ∫Vn f |w0 + h|N−2(w0 + h)h < 1.(77)
En utilisant les développements précédent où γε a été évaluée. On pose
Qε,δ =K2µε(γε)(supf )2/N
(γε − ∫Vn−BP (δ) f |w0 + h|N)1−2/N
γε − ∫Vn f |w0 + h|N−2(w0 + h)h .(78)
On cherche à montrer que ce quotient est strictement plus petit que 1 :
Qε,δ =K2µεf 2/N(P )
× ε
kN−n(wn−1f (P )+ o(εn−2)) 12 I
n/2−1
n + (Rε + Tε)−
∫




εkN−n(wn−1f (P )+ o(εn−2)) 12 I
n/2−1
n + (Rε + Tε)−
∫
Vn
f |w0 + h|N−2(w0 + h)h




































f |w0 + h|N−2






















car K2 n(n−2)4 w
2/n
n = 1 et wn =wn−12n−1I n/2−1n d’après [2].
On cherche maintenant les termes prépondérants, pour cela on envi-
sage les differents cas selon l’ordre du développement asymptotique du
second terme Rε de γε, sachant que
εk
(ε2 + δ2)(n−2)/2 = ε0
(
δ2−n +A),(79)
ce qui entraine ε20 =O(ε2k),(80)
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3.4.1. h(P ) > 0
Dans ce cas
Rε =NεkN−nwn−1f (0)h(0)εn−2−k(J + o(ε2))(82)
et si ε−kN+n = o(εn−2−k), alors ce terme est prédominant devant la masse,
soit pour k(N − 1) < 2. Finalement le quotient vérifie :





ce qui est le résultat cherché.
3.4.2. h(P )= 0
Cette fois le terme de masse l’emporte devant la fonction h.
Rε =Nεk(N−1)−2wn−1(N − 1)|∇h(0)|2f (0)εn−k(84)
× ( ln(ε)+C + o(ε2)),




A(P )εn−2 < 1.(85)
3.4.3. Cas général
On traite maintenant du cas général où h(P ) peut éventuellement être
négatif. Les quantités γε et µε sont maintenant développées lorsque k = 0














































δn−2 +A(P ))))+ εn−2(R′(δ, ε)+O(ε20δ)).
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Les développements limités en fonction de ε : ε0 est pris aussi proche







Enfin, R′ε,δ est rendu aussi petit que possible, quitte à faire décroître δ.
Les intégrales sont de l’ordre de εn. Ainsi,






2Jnh(P )+A(P )/n)+ o(εn−2)< 1.(88)
Dans les trois cas on arrive alors à la conclusion souhaitée.
En ce qui concerne la vérification de la seconde condition, les
développements sont identiques. La preuve est omise.
3.5. Etude du cas R 6= S/cn
Il va suffir comme on va le voir pour obtenir des resultat que la
fonction R soit strictement plus petite que la fonction critique S/cn. Dans


















Ce terme aura une contribution négative prédominante devant les


































Ainsi, le terme en ε−4/(n−2)k+4 est négligeable devant εn−2−k : si n > 6
n’importe quel k > 0 convient. Si 6> n> 5, on prend (n− 2/2) > k >
(6− n)(n− 2)/4. Dans ces cas la conclusion est la même que dans le cas
critique : les points de concentration éventuels sont éliminés et la solution
obtenue est minimisante.
Il reste les cas n = 3,4, dans ce cas, le terme de bord passe devant.
Donc si h(P ) > 0, les conditions de non concentration sont encore
vérifiées. En fait, pour ces deux dimensions la conclusion est la même
que dans le cas critique R = S
cn
.
Enfin, le cas ou R(P ) > S
cn
(P ) est laissé ouvert.
3.6. Cas d’une donnée au bord nulle
Si la donnée au bord est identiquement nulle : φ = 0, le problème






γ } donne une solution positive, puisque A est inchangé si on se restreint
aux fonctions positives.
La preuve consiste à reprendre les grandes étapes de la démonstation
du cas où il y avait une fonction prescrite au bord : posant h = 0 dans
les équations précédentes, la méthode variationnelle avec un exposant
sous critique donne une famille de solutions postitives. On fait tendre
l’exposant p vers N . Si la masse est strictement positive en P là où
la condition f s’annule a l’ordre n − 2 est vérifiée, alors le phénomène
de concentration n’a pas lieu et il existe pour γ suffisament grand une
solution uγ > 0, de l’équation




uγ = 0 ∂Vn,(92) ∫
Vn
f uNγ = γ.(93)
Par principe du maximum fort, uγ ne s’annule pas dans Vn.
D. HOLCMAN / Bull. Sci. math. 124 (2000) 385–414 405
4. Masse d’un ouvert à bord d’une variété de masse positive
Il a été utilisé dans la démonstration précédente la positivité de la
masse de variétés à bord. On se propose dans cette partie de rappeler
la définition de cette masse d’une variétés à bord, puis de prouver
l’existence de variétés à bord de masse positive. Le signe de la masse
dépend du point où l’on se place (il n’y a pas encore de théorème
équivalent à celui de la masse positive dans ce cadre [15]).
L’intérêt pour les EDP n’est pas tant la masse elle même, qui n’est pas
un invariant conforme, mais plutót son signe.
La masse dépend d’un point P et d’une métrique g donnée. On omettra
par la suite de mentionner cette dépendance. Enfin on note dans cette
partie R = S/cn.
Ainsi une variété localement conformement plate (en abrégé l.c.p.)










est strictement positif admet une unique fonction de Green, solution de
1gG+RG= δP sur Vn.(94)
Si la métrique est euclidienne au voisinage de P, la masse en P est
donnée par le terme constant dans le développement de G.
G(r)= |r|n−2 +AP + α(95)
avec α ∈C∞(Vn) et r est la distance géodésique relative au point P
Lorsque la courbure scalaire d’une variété l.c.p. est positive, la
masse est en tout point positive, ceci résulte du théorème de la masse
positive [16] :
THÉORÈME 2 DE LA MASSE POSITIVE. – La masse d’une variété
compacte X sans bord l.c.p à courbure scalaire positive est toujours
positive. Elle est nulle si et seulement si X est conformement isométrique
à la sphère standard, [16,15].
Ainsi la masse définie, lorsqu’il existe une métrique conforme, à
courbure scalaire positive, dépend du choix de cette métrique, mais son
signe n’en dépend pas.
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Dès lors, si un ouvert Ω à bord d’une telle variété est donné, peut-
on encore avoir une masse positive en un point intérieur de cet ouvert ?
commençons par rappeler la définition de la masse d’un ouvert à bord.
Soit la solution du problème
1gG+RG= δP Ω,
G= 0 ∂Ω,(96)
où P ∈ Ω. Alors dans un voisinage euclidien de P , G admet le
développement suivant
Gi(r)= |r|n−2 +A′P + a(97)
a est une fonction régulière sur Ω et a(P ) = 0. Par définition A′P est la
masse de l’ouvert à bord Ω en P pour la métrique g.
L’objet du prochain paragraphe est de construire un ouvert Ω à bord
d’une variété sans bord compacte l.c.p telle que sa masse soit positive.
4.1. Masse d’ouverts complémentaires de compacts de capacité
Newtonniene nulle
Dans cette partie, une famille d’ouverts de masse strictement positive
est construite en enlevant des parties de capacité newtonnienne nulle
à une variété compacte l.c.p. de masse positive. La définition de la
capacité d’un ensemble de mesure nulle est rappelée. Une caractérisation
variationnelle de la masse sera utilisée pour obtenir les résultats.
Dans un second temps des exemples explicites de masse d’ouverts à
bords sont donnés. Commençons par une définition :
DÉFINITION 1. – K est de capacité Newtonnienne nulle si il existe
une suite de fonction uk ∈ C∞0 (Vn −K), convergente dans H1(Vn) vers
la fonction identité de Vn.
4.2. Caractérisation de la masse
La partie régulière d’une fonction de Green se caractérise sous forme
variationnelle [8]. Rappelons en les points essentiels.
Soit une variété l.c.f compacte à bord, P un point de
o
V n et BP (2δ) la
boule euclidienne en P .
Soit la fonction :
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H(r)= f (r)
(n− 2)wn−1rn−2(98)
f est une fonction C∞, positive égale à 1 sur BP (δ) et nulle en dehors
de BP (2δ).
Alors
1gH = (n− 3)f
′ − rf ′′
(n− 2)wn−1rn−2 sur BP (2δ),
= 0 surVn −BP (2δ).(99)





φ1gH = φ(P )(100)
alors soit α l’unique solution de
1gα+Rα =−1gH(101)
















ainsi GP =H + α vérifie∫
Vn
GP (1gφ +Rφ)= φ(P ).(104)
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Cette caractérisation de la masse permet de démontrer le théorème
suivant qui donne l’existence de variétés à bord de masse positive.
4.3. Convergence de masse
THÉORÈME 3. – Soit K ⊂ Vn, un compact de capacité Newtonnienne
nulle, où Vn est localement conformément plate de masse positive. Alors
il existe une suite d’ouverts de masse positive, dont la masse tend vers
celle de Vn. Il s’agit d’ouverts choisis dans Vn −K .
Preuve. – Soit Ωi ⊂ Vn−K et αi désigne sa masse.




































Soit uk une suite de fonction à support compact dans Vn − K ,
convergeant vers la fonction 1 de Vn, en norme H1 et Ωk une suite de
variétés à bord régulières telles que Ωk ⊂ Vn − K et supp(uk) ⊂
o
Ωk .





































u2k∇φ02 +Ru2kφ20 + φ20∇uk2 + 2φ0∇uk∇φ0uk.(111)
On obtient
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Finalement pour k suffisament grand, α−αi 6 ε′ avec ε′ arbitrairement
petit.
4.4. Inégalité 0< α− αi
Soit Ωi une famille d’ouverts de (Vn, g), g est l.c.p et M(Vn) > 0 (la
masse de Vn est positive) et
Gi(r)= |r|n−2 +M(Ωi)(P )+ bi sur Ωi,
Gi = 0 sur ∂Ωi,(115)
avec bi(P )= 0. Soit la fonction de Green de la variété sans bord.
F(r)= |r|−2+n +M(Vn)(P )+ b(116)
avec b(P )= 0, solution de
1gG+RG= δP sur Vn.(117)
On a
M(Vn)(P ) >M(Ωi)(P )(118)
car Gi − F est régulière et vérifie :
1g(Gi − F)+R(Gi −F)= 0 sur Vn,(119)
Gi −F =−F < 0 sur ∂Vn.(120)
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Par principe du Maximum Gi − F est bornée sur Vn et Gi − F < 0
sur Vn. Donc
α − αi > 0.(121)
4.4.1. Exemples de compacts de capacité nulle
Pour n> 3, les sous variétés compactes de dimension inférieure à n−3
sont de capacité newtonienne nulle.
4.4.2. Masse des ouverts bornés à bord de <n
La masse des ouverts bornés à bord de <n, sauf <n est toujours
strictement négative. En effet, soit Ω , un tel ouvert et GΩ , la fonction de
Green. Par principe du maximum sur GΩ −G<n sur Ω , on a GΩ <G<n ,
donc la masse de Ω est négative : M(Ω) < 0, car GΩ = |r|−2+n +
M(Ω)+ α et M(<)= 0.
4.5. Masses remarquables de certains ouverts de <n
4.5.1. Masse des boules de <n
La solution de l’équation
1gG= δ0 sur <n(122)
est G= kn|r|−n+2.
Sur les boules de <n, l’expression se modifie de sorte que la condition
de nullité au bord soit satisfaite :
G(r)= kn(|r|−n+2 − |R|−n+2) sur B(0,R).(123)





avec kn = 4(n− 1)wn−1.
4.5.2. La masse des boules de la sphère
Pour les boules de la sphère standard, on se ramène au cas des ouverts
à bord de <n par projection stéréographique.
4.6. Fonction de Green minimale
Définissons ici la fonction de Green minimale pour un ouvert U à
bord non nécéssairement compact de <n. Un point P est désormais fixé
dans U . C’est la fonction Gmin positive, solution de :
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1gGmin = δP sur U,(125)
Gmin 6G,
pour toutes fonctionsG> 0 solutions de (125) (siU est borné, la fonction
de Green nulle au bord est minimale).
La fonction de Green minimale est construite comme limite d’une suite
de fonctions de Green , d’une famille croissante d’ouverts.
Soit une suite croissante d’ouverts à bord réguliers U¯i ⊂ Ui+1 qui
recouvre U :
⋃
Ui =U et P ∈U0.
On construit à l’aide de chacun d’eux, une suite croissante de fonctions
de Green nulles au bord. Le principe du maximum assure la croissance.
Alors Gi <Gi+1 sur Ui+1, quitte à prolonger par zero Gi sur Ui+1 −Ui .
Montrons que Gi converge sur tout compact K ⊂ U . Gi est une suite
strictement croissante, majorée par une solution de l’équation de Green
sur <n en a, et tout compact K ⊂ U finit par être recouvert par un
ouvert Ui .
La suite G0 −Gi majorée sur K vérifie
1g(G0 −Gi)= 0 sur K,
0<G0 −Gi <G0 sur ∂K.(126)
Donc par les estimations elliptiques ‖G0 −Gi ‖C2,α(K)6 Cte. Par suite,
quitte à extraire une sous suite, les G0 − Gi convergent uniformement
sur K . La limite est de la forme G=G0 +w, où w est continue bornée
sur K . De plus pour toutes fonctions φ ∈ C∞0 (K),∫
K
Gi1gφ = φ(P )(127)
enfin Gi converge dans L1(K) vers G. Donc G est bien solution sur U
de
1gG= δP(128)
en outre G= limi→+∞Gi > 0 et G= 0 sur ∂U .
Montrons pour finir que G est bien minimale sur U . Soit une autre
fonction G′ vérifiant (125), alors G′ >Gi sur Ui , ce qui donne à la limite
G′ >G.
4.7. Masse du demi-plan <n+
On a vu qu’il existait G, solution de
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1gG= δP sur <n+,(129)
G= 0 sur ∂<n+.(130)
On note a = d(P,<n+), la distance euclidienne de P au bord. Montrons
que −Q est le symmetrique de Q par rapport au bord de <n+.
G(P,Q)= kn(d(P,Q)2−n − d(P,−Q)2−n)(131)
est cette fonction de Green minimale.




w = G − Gmin, vérifie 1gw = 0, w > 0 sur le bord, et en l’infini
lim infr→+∞w> 0, alors par principe du maximum elle ne peut pas avoir
de minimum négatif. Ainsi w > 0 partout.
M
(<n+)=−kn(2a)2−n < 0.(134)
Terminons par deux remarques.
4.8. Remarque 1
Sur une variété l.c.p, autre que la sphère dont l’invariant de Yamabe
est positif, il existe, comme il a été prouvé, des ouverts à bord de masse
positive. Mais on peut trouver également des ouverts de masse négative.
Il suffit de se placer dans une voisinage dans lequel la métrique est plate,
alors une boule suffisament petite devient une boule euclidienne de <n
qui est de masse négative.
Question : existe t-il des variétés à bord, compactes l.c.p. de masse
nulle ?
4.9. Remarque 2
Une éventuelle seconde solution de (1) est obtenue en la recherchant
sous la forme v = uγ + θ , ici uγ est une solution minimisante de (1) :
1guγ + auγ = λf |uγ | 4n−2uγ sur Vn,
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uγ = φ sur ∂Vn,∫
f |uγ |N = γ,(135)
et θ est la fonction recherchée. Cette fonction vérifie l’équation, en posant
k = uγ + h :
1gθ + aθ = λf (|θ + k| 4n−2 (θ + k)− |k| 4n−2 k) sur Vn,
θ = 0 sur ∂Vn.(136)




Γ (λ,φ)=1gφ + aφ − λf (|φ + k| 4n−2φ + k − |k| 4n−2 k)(137)
alors Γ est differentiable en φ = 0 et Γ (λ,0)= 0.
D’autre part,
DφΓλ,0(ψ)=1gψ + (a − λf |k| 4n−2 )(N − 1)ψ.(138)
Cette differentielle est bijective dès que a − (N − 1)λf |k| 4n−2 > 0, ce
qui est le cas pour λ < λc avec λc = inf(a/(f |k| 4n−2 )).
Ainsi en appliquant le théorème des fonctions implicites, il existe un
intervalle [0, α[ de < tel que l’équation Γ (λ,φ) = 0 se résout par une
fonction φλ et l’application
λ→ φλ(139)
est continue.
Il n’est cependant pas sûr que l’on puisse pousser le paramètre λ
jusqu’à inclure le multiplicateur de l’équation (1). Il reste à résoudre
les questions suivantes : quel est le signe de θ ? Une solution trouvée
pour un γ ne correspond-elle pas à une solution minimale pour un autre
paramètre γ ′ ?
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